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Théorème de Riesz-Fischer

Théorème 1 (Riesz-Fischer). Pour tout 1 6 p 6 +∞, Lp est un espace de Banach.

Démonstration.

Étape 1 : Supposons que p =∞.

Soit (fn)n∈N une suite de Cauchy dans L∞, montrons que cette suite converge dans L∞. Par définition, on a :

∀ k ∈ N?, ∃Nε ∈ N, ∀m, n > Nk, ‖fn − fm‖∞ 6
1
k

Pour tout k ∈ N?, il existe donc un ensemble Ek négligeable tel que :

∀x ∈ Ω \ Ek, ∀m, n > Nk, |fm(x)− fn(x)| 6 1
k

Enfin, en posant E =
⋃

k∈N? Ek, on voit que, pour tout x ∈ Ω \ E, la suite (fn(x))n∈N est de Cauchy dans R.
On note donc f(x) = limn→∞ fn(x). En faisant tendre m vers +∞, on obtient :

∀x ∈ Ω \ Ek, ∀n > Nk, |f(x)− fn(x)| 6 1
k

Ainsi, f ∈ L∞ et, pour tout n > Nk, ‖f − fn‖L∞ 6 1
k . Par conséquent, limn→∞ ‖f − fn‖L∞ = 0.

Étape 2 : Supposons que 1 6 p <∞.

Soit (fn)n∈N une suite de Cauchy dans Lp. On extrait une sous-suite (fnk
) telle que :

∀ k ∈ N
∥∥fnk+1 − fnk

∥∥
Lp 6

1
2k

Posons f̃k = fnk
. On va montrer que (f̃k)k∈N converge dans Lp. Pour tout n ∈ N, on considère :

gn(x) =
n∑

k=1
|f̃k+1(x)− f̃k(x)|

On obtient alors :

‖gn‖Lp 6
n∑

k=1

∥∥f̃k+1(x)− f̃k(x)
∥∥

Lp 6
n∑

k=1

1
2k

6 1

On déduit du théorème de convergence monotone que gn(x) converge presque partout sur Ω vers une limite
finie, notée g(x), avec g ∈ Lp. D’autre part, on a, pour tous m > n > 2 :

|f̃m(x)− f̃n(x)| 6
m∑

k=n+1
|f̃k(x)− f̃k−1(x)| 6 gm(x)− gn(x) 6 g(x)− gn(x) 6 g(x)

Il en résulte que, pour presque tout x ∈ Ω, (f̃n(x))n∈N est de Cauchy dans R, donc converge vers une limite
finie, notée f(x). Or, on a, pour tout n > 2, |f(x)− f̃n(x)| 6 g(x). En particulier, |f | 6 g + |f̃k|, donc f ∈ Lp.
Par convergence dominée, on obtient limk→∞

∥∥f − f̃k

∥∥
Lp = 0. Ainsi (fn)n∈N est une suite de Cauchy dans Lp

admettant une valeur d’adhérence f ∈ Lp, donc converge vers f ∈ Lp.
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